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Введение. В [1]  было  предложено  интерпретировать  нормирующие  функции  критериев  в  задаче 
многокритериальной оптимизации функциями полезности. Нормализованный признак измеряется в той же 
абсолютной  шкале  [0,  1],  что  и  функция  полезности,  а  предъявленное  к  нему  требование  выражается 
изменением значений функции на шкале признака. Нормирующая функция целевого критерия представляет 
собой восходящую (нисходящую) линейную функцию, а ограничительного критерия – кусочно-линейную 
функцию с точкой разрыва в пороговом значении cj j-го признака: yj,min < cj < yj,max.

Интерпретация  критериев  функциями  полезности  позволяет  установить  связь  между  методами 
многокритериальной  оптимизации  и  многоатрибутной  теории  полезности.  С  точки  зрения  последней 
линейная или кусочно-линейная функция не отражает в полной мере действительную полезность значений 
признака. В теориях ценности и полезности предлагаются различные методы создания соответствующих 
функций [2, 3, 4]. Создаваемые путём опроса экспертов или ЛПР функции не только не линейны, но могут 
иметь и отрицательные участки, отражающие потери ЛПР.

Постановка задачи. К недостаткам методов создания функций полезности по точкам следует отнести 
значительную трудоёмкость этого процесса и потребность в квалифицированных экспертах. Трудоёмкость 
создания  функций  полезности  пропорциональна  числу  делений  шкалы  показателя,  для  которых 
определяется  значение  полезности.  В  связи  с  этим  представляет  интерес  способ  создания  функций 
полезности  на  основе  известных  критериев.  В  работе  [5]  был  предложен  алгоритм  создания  функций 
полезности  на  участках  шкалы  показателя  на  основе  критериев  с  использованием  нелинейностей, 
характеризующих склонность или несклонность ЛПР к риску. В настоящей работе устанавливается связь 
между степенью выраженности предпочтений ЛПР и отражающими их функциями полезности.

Предлагаемый подход.  В основе предлагаемого подхода лежит идея о том, что качество функции 
полезности пропорционально числу предпочтений на шкале признака (показателя). Так как в пределе число 
предпочтений  стремится  к  бесконечности,  отражающая  их  функция  полезности  является  непрерывной. 
Поскольку  построение  непрерывной  функции  по  точкам  невозможно,  предлагаются  типовые  функции 
полезности, порождаемые на основе всех типов целевых и ограничительных критериев с учётом склонности 
и  несклонности  ЛПР  к  риску.  Подгонка  непрерывных  функций  под  скорость  изменения  предпочтений 
конкретного ЛПР осуществляется варьированием параметра сжатия функции (крутизны её фронтов).

1. Монотонные функции полезности, не отражающие конкретной цели.

1. Пусть ЛПР известен:
• вид предпочтения «чем больше (меньше), тем лучше».
ЛПР не известны:
• желательное значение cj j-го показателя (частная цель);
• изменение интенсивности  предпочтения на градациях шкалы.

Предпочтение «чем больше, тем лучше» отображается монотонной функцией полезности с нулевым 
значением  в  начале  шкалы  показателя  и  единичным  значением  –  в  конце  шкалы.  Интенсивность 
предпочтения  принимается  постоянной  в  пределах  шкалы.  Этим  условиям  соответствует  линейная 
зависимость полезности от величины j-го показателя, представленная его нормирующей функцией.

2. ЛПР известны:
• вид предпочтения «чем больше (меньше), тем лучше»;
• закономерность  изменения  интенсивности предпочтения  на  шкале  показателя,  характеризующая 

его несклонность или склонность к риску.
ЛПР не известны:
• желательное значение cj j-го показателя (частная цель);
• величина изменения интенсивности  предпочтения на градациях шкалы.
Закономерность  изменения  интенсивности  предпочтения  «чем  больше,  тем  лучше»  представляется 

восходящей нормирующей функцией в степени k≠ 1:

 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00912)
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Отрицательная степень k характеризует несклонность к риску,  а положительная степень – склонность к 
риску.  В зависимости  от величины  k несклонность к  риску описывается  семейством кривых,  выпуклых 
вверх (рис. 1а), а склонность к риску –  семейством кривых, выпуклых вниз (рис. 1б).

а б

Рис.1. Монотонные функции полезности с несклонностью и склонностью к риску

Неизвестная несклонность / склонность к риску на графиках представлена прямыми линиями. Ценность 
делений шкалы показателя вогнутой ФП (выпуклой вверх) с увеличением величины k убывает, а выпуклой 
ФП (выпуклой вниз) – возрастает.

Закономерность  изменения  интенсивности  предпочтения  «чем  меньше,  тем  лучше»  представляется 
нисходящей нормирующей функцией в степени k≠ 1:

2. Монотонные функции полезности, отражающие конкретную цель.

3. ЛПР известны:

• желательное значение cj j-го показателя (частная цель);
• виды предпочтения в области допустимых и недопустимых значений показателя.
ЛПР не известны:
• изменение интенсивности  предпочтения на градациях шкалы.
При  неизвестном  изменении  предпочтений  в  области  промежуточных  значений  показателя  его 

полезность отображается кусочно-линейной функцией.
Если  области  запрещённых  значений  показателя  приписывается  нулевая  полезность,  то 

соответствующий ей линейный отрезок функции совпадает с осью абсцисс.

Если в области запрещённых значений показателя имеет место отрицательная полезность (потери), то 
соответствующий ей линейный отрезок размещается в области отрицательных значений функции.

На рис. 2 а и б представлены варианты кусочно-линейных функций полезности.
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Рис. 2. Функции полезности: а – пороговые, б – кусочно-линейные 

Участки ФП, отражающие потери, на рис. 2 изображены пунктирными линиями. Пороговая функция 
представляет собой крайний случай ФП и интересна в теоретическом плане. Практически важной задачей 
для  ЛПР является  выбор значения ФП  u(cj)  в  точке  порога  cj.  Если нет  соображений по этому поводу, 
принимается u(cj)=0,5 с учётом того, что при превышении заданной цели полезность должна увеличиваться 
плоть до 1.

4. ЛПР известны:

• желательное значение cj j-го показателя (частная цель);
• виды предпочтения в области допустимых и недопустимых значений показателя;
• изменение  интенсивности  предпочтения  в  области  допустимых  и  недопустимых  значений 

показателя.
ЛПР не известна:
• величина изменения интенсивности  предпочтения на разных участках шкалы.
Разделение области определения функции полезности (диапазона значений показателя) на допустимую 

и  недопустимую части  относительно  цели  cj предполагает  возможность  построения  составной  функции 
полезности, отражающей как несклонность, так и склонность ЛПР к риску. Наиболее логичным выглядит 
сочетание  склонности  к  риску  в  области  запрещённых  значений  показателя  и  несклонности  к  риску  в 
области его разрешённых значений. Действительно, рост полезности в области запрещённых значений не 
может быть большим, в то время как по достижении цели полезность резко возрастает, а затем убывает. Эту 
закономерность отражает составная функция полезности, представленная на рис.3а.

а б

Рис.3. Функции полезности: а – составная,  б – логистическая 

5. ЛПР известны:

• желательное значение cj j-го показателя (частная цель);
• вид предпочтения на шкале показателя относительно значения cj;
• изменение интенсивности предпочтения на шкале показателя.
ЛПР не известна:



• величина изменения интенсивности  предпочтения на градациях шкалы.
Если  у  ЛПР  отсутствуют  специальные требования  по  полезности  в  диапазонах  запрещённых  и 

разрешённых  значений  показателя,  то,  в  соответствии  с  высказанными  выше  соображениями,  график 
функции полезности должен отражать не склонность к риску в области запрещённых значений и склонность 
к риску – в области разрешённых значений. Такая закономерность отображается логистической функцией 
полезности, изображённой на рис. 3б:

Мера  несклонности  /  склонности  ЛПР  к  риску  настраивается  коэффициентом  β.  При  β→∝ 
логистическая функция превращается в функцию ступенчатого типа. Подобная зависимость представляется 
и функцией Харингтона: u(y)=exp(–exp(–(y – с))). 

3. Немонотонные функции полезности, отражающие конкретную цель.

6. ЛПР известны:

• желательное значение cj или интервал значений [cj,min, cj,max] j-го показателя;
• разные виды предпочтения относительно значения cj или интервала значений 

[cj,min, cj,max].
ЛПР не известно:
• изменение интенсивности предпочтения на шкале показателя. 
Функция полезности немонотонна относительно точки  cj или  интервала [cj,min,  cj,max]. При неизвестном 

изменении интенсивности предпочтений функция полезности представляется двумя линейными отрезками, 
ниспадающими относительно точки cj или интервала [cj,min, cj,max]. В зависимости от интерпретации убывания 
полезности принимается области значений ФП [0, 1] или [–1, +1] (рис. 4 а и б).
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Рис. 4. Немонотонные кусочно-линейные функции полезности

7. ЛПР известны:

• желательное значение cj j-го показателя (частная цель);
• разные виды предпочтения на шкале показателя относительно значения cj;
• закон изменения интенсивности предпочтения на шкале показателя.
ЛПР не известна:
• величина изменения интенсивности  предпочтения на градациях шкалы.
Эта закономерность отображается колоколообразной функцией с максимальным значением в точке  cj 

(рис. 5):
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Рис.5. Колоколообразная функция полезности

Мера уменьшения полезности с удалением от  cj изменяется коэффициентом  β. Удаление от  cj может 
интерпретироваться как уступки по отношению к заданной цели.

Эта  закономерность  может  интерпретироваться  нормальным  законом  плотности  распределения 
вероятностей относительно цели cj.

4. Выбор функции полезности.
Тип  функции  полезности  показателя  выбирается  в  зависимости  от  информации  о  задаче  выбора, 

имеющейся  в  распоряжении  ЛПР.  Для  выбора  подходящей  функции  полезности  можно  рекомендовать 
следующую последовательность действий.

1. Если известно только предпочтение типа «чем больше (меньше), тем лучше» и не известны желательное 
значение cj j-го показателя и мера склонности/несклонности к риску, то принимается линейная функция 
полезности,  соответствующая  нормирующей  функции  j-го  показателя.  Если  все  показатели  имеют 
линейные ФП, то решение задачи выбора сводится к методу многокритериальной оптимизации.

2. Если ЛПР не склонен к риску, выбирается вогнутый тип функции полезности (выпуклость вверх), иначе 
выбирается выпуклый тип функции полезности (выпуклость вниз). При отсутствии точной информации 
об интенсивности предпочтений степени k вогнутой функции присваивается начальное значение k=0,5, 
а выпуклой функции – k=3.

3. Если ЛПР известно целевое значение cj j-го показателя и тип предпочтения (>, <) относительно cj, то 
существуют 2 варианта создания ФП:
• составной – для  разрешённых и запрещённых значений показателя;
• общей – на всей шкале показателя.

3.1. Составная ФП строится для двух областей определения: [yj,min,  cj) и [cj,  yj,max]. В точке cj∈[cj,  yj,max] 
задаётся значение ФП u(cj)>0. Если нет других соображений, принимается u(cj)=0,5.

3.1.1. Если  неизвестна мера склонности/несклонности к риску, то принимается кусочно-линейная 
функция  полезности.  Превышение  цели  отображается  линейным  отрезком  функции 
полезности от точки cj до соответствующей границы шкалы.
Если ЛПР не терпит ущерб в области запрещённых значений показателя, то этому диапазону 
значений  ставится  в  соответствие  нулевое значение  полезности.  В  противном  случае 
возрастание ущерба по мере удаления от цели в область запрещённых значений показателя 
представляется линейным отрезком функции в области её отрицательных значений.

3.1.2. Если  ЛПР  мало  интересует начальный  участок  показателя,  соответствующий  области 
запрещённых значений, он выбирает на нём выпуклую ФП, отражающую склонность к риску. 
По умолчанию принимается k=3.
Если  ЛПР  мало  интересует мера  превышения  заданной  цели,  для  области  разрешённых 
значений  показателя  выбирается  вогнутая  ФП,  отражающую  несклонность  к  риску.  По 
умолчанию принимается k=0,5.

3.2. В том случае, когда отсутствуют особые требования по интенсивности предпочтений для каждой 
из двух областей определения ФП, строится общая функция полезности на всей шкале показателя 
[yj,min,   yj,max].  В  качестве  такой  ФП принимается  логистическая  функция  (рис.  3б).  Достаточно 
быстрому изменению ФП относительно целевого значения соответствует коэффициент β=1.



4. Если ЛПР известно целевое значение cj j-го показателя и тип соответствия (=, [,]), то устанавливается 
значение ФП u(cj)=1 в точке cj и на интервале [cj,min,  сj,max]. При удалении от точки cj в разные стороны 
ФП монотонно убывает.
Для отклонений от cj в разные стороны существуют 2 варианта создания ФП:
• составной;
• общей для всей шкалы показателя.

4.1. Составная ФП строится в случае отсутствия симметрии предпочтений в обе стороны от точки cj.

4.1.1. При  неизвестном изменении  интенсивности  предпочтений  функция  полезности 
представляется  двумя  линейными  отрезками,  ниспадающими  относительно  точки  cj или 
интервала [cj,min, cj,max] (рис. 4а, б).

4.1.2. Если отклонения предпочтений от цели несимметричны, то либо сопрягаются 2 функции, либо 
строится несимметричная функция.

4.2. Если закономерность отклонения от цели симметрична, то отклонения можно  интерпретировать 
как нормальный закон плотности распределения вероятностей (рис. 5).

 Выводы.  Интерпретация  нормирующей  функции  критерия  функцией  полезности  позволяет 
установить связь между методами многокритериальной оптимизации и многоатрибутной теории полезности. 
С точки зрения теории полезности можно считать, что линейные и кусочно-линейные функции отражают 
предпочтения  ЛПР  только  в  первом  приближении.  Эту  особенность  предлагается  использовать  для 
уточнения нормирующих функций различных критериев в зависимости от степени конкретизации цели и 
предпочтений ЛПР.

При наличии достаточной информированности о задаче выбора и понимания ЛПР своих интересов 
результатом уточнения нормирующих функций являются непрерывные функции полезности, отражающие 
изменение  интенсивности  предпочтения  на  разных  участках  шкалы  признака.  Анализ  интересов  ЛПР 
позволяет  сделать  вывод  о  том,  что  во  многих  случаях  их  можно  представить  ограниченным  набором 
типовых  функций  полезности.  Поскольку  изменение  интенсивности  предпочтения  характеризуется 
скоростью  возрастания  (убывания)  функции  полезности,  её  уточнение  выполняется  путём  изменения 
параметра крутизны функции в процессе отладки модели выбора.

Выбор и регулировка типовых функций полезности признаков значительно упрощает проектирование 
модели выбора в идеологии теории полезности.
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